
Hidden Markov Models (HMM) 

 های پنهان مارکوف : مدل عنوان

 های زمانی  های احتمالی در داده ای بر مدل مقدمه 

 کاربردها در یادگیری ماشین و پردازش زبان  

 ارائه دهنده: دکتر عاطفه پاکزاد

 1405اردیبهشت 

 انگیزه مسئله 

 در بسیاری از مسائل واقعی: 

 .حالت واقعی سیستم قابل مشاهده نیست •

 . کنیمهایی از آن را مشاهده می فقط نشانه  •

 ها: نمونه 

 تشخیص گفتار  •

 تحلیل احساسات •

 تحلیل بازار مالی  •

 بیوانفورماتیک  •

 سؤال کلیدی: 

 وضعیت پنهان سیستم را از روی مشاهدات تخمین زد؟ توان چگونه می 

 مثال شهودی )هوا و چتر( 

 بینیم. فرض کنید هوا را مستقیم نمی

 کنیم: اما مشاهده می 

 مردم چتر دارند یا ندارند. 

 پس:



 ( Hidden Stateحالت واقعی ) 

Rainy / Sunny 

 (Observationمشاهده )

Umbrella / No Umbrella 

 هدف:

 حدس زدن وضعیت هوا از روی چتر مردم 

 های زمانی مدل 

 ها ترتیب زمانی مهم است.در بسیاری از داده 

 ها: نمونه 

 گفتار  •

 متن •

 قیمت سهام •

 های زیستیسیگنال •

 های زمانی باید بتوانند:مدل

 . وابستگی زمانی را مدل کنند  •

 . تغییر حالت در طول زمان را توضیح دهند  •

 زنجیره مارکوف 

 ها در زمان است. یک زنجیره مارکوف مدلی برای تغییر حالت 

 خاصیت مارکوف: 

 احتمال حالت آینده فقط به حالت فعلی وابسته است.

 فرمول:

𝑃(𝑋𝑡|𝑋𝑡−1, 𝑋𝑡−2, … , 𝑋1) = 𝑃(𝑋𝑡|𝑋𝑡−1) 



 یعنی گذشته دور اهمیتی ندارد. 

 را مدل کنیم.  وضعیت هوا در طول روزهاخواهیم فرض کنید می

 دو حالت داریم: 

• Sunny  )آفتابی( 

• Rainy  )بارانی( 

 در هر روز، هوا یکی از این دو حالت است.

 ویژگی مهم مارکوف: 

 بستگی دارد، نه به کل گذشته.  فقط به وضعیت امروزوضعیت فردا 

 از نظر ریاضی: 

𝑃(𝑋𝑡+1 ∣ 𝑋𝑡, 𝑋𝑡−1, . . . , 𝑋1) = 𝑃(𝑋𝑡+1 ∣ 𝑋𝑡) 

 

 دهد. یعنی اگر بدانیم امروز چه وضعیتی است، دانستن روزهای قبل اطلاعات جدیدی نمی

 (Graph Representationنمایش گرافی )

 نشان داد. داریک گراف جهتتوان به صورت زنجیره مارکوف را می

 در این گراف: 

 یک حالت است (nodeگره )هر  •

 هاستیک انتقال بین حالت  (edgeیال )هر  •

 .شودنوشته می احتمال انتقال روی هر یال یک  •



 

 برای مثال ما: 

 ها: گره

• Sunny 
• Rainy 

 ها: یال

• Sunny → Sunny 
• Sunny → Rainy 

• Rainy → Rainy 

• Rainy → Sunny 

 به صورت مفهومی:

Sunny → Sunny 

Sunny → Rainy 

Rainy → Rainy 

Rainy → Sunny 

 های دیگر )یا خودش( رفت. توان به حالتیعنی از هر حالت می

 . معنی احتمال انتقال 3

 هر یال یک احتمال دارد.

 مثلاً: 



 باشد:  Sunnyاگر امروز 

 0.6شدن فردا =  Sunnyاحتمال  •

 0.4شدن فردا =  Rainyاحتمال  •

 باشد:  Rainyاگر امروز 

 0.7بودن فردا =  Rainyاحتمال  •

 0.3شدن فردا =  Sunnyاحتمال  •

 آیند. های واقعی یا تخمین آماری به دست میاین اعداد از داده

 نکته مهم: 

 باشد.   ۱های خروجی از هر حالت باید مجموع احتمال

 :Sunnyمثلاً برای 

0.6 + 0.4 = 1 

 (Transition Matrix. ماتریس انتقال )4

 کنیم. استفاده می ماتریس انتقال برای اینکه این احتمالات را منظم بنویسیم از 

 اگر دو حالت داشته باشیم: 

Sunny 

Rainy 

 شود: ماتریس انتقال به شکل زیر نوشته می



 

𝐴 = [
𝑃(𝑆 → 𝑆) 𝑃(𝑆 → 𝑅)
𝑃(𝑅 → 𝑆) 𝑃(𝑅 → 𝑅)

] 

 

 مثلاً: 

𝐴 = [
0.6 0.4
0.3 0.7

] 

 

 تفسیر سطرها:

 باشد  Sunnyسطر اول: اگر امروز 

 باشد  Rainyسطر دوم: اگر امروز 

 ها: تفسیر ستون 

 Sunnyستون اول: حالت بعدی 

 Rainyستون دوم: حالت بعدی 

 پس: 

 Sunny → Sunny یعنی  0.6 •

 Sunny → Rainy یعنی  0.4 •

 Rainy → Sunny یعنی  0.3 •

 Rainy → Rainy یعنی 0.7  •

 . مثال از تغییرات در زمان 5



 است.  Sunnyفرض کنید امروز 

 را بدانیم.  روز بعد خواهیم احتمال هوا در می

 از ماتریس: 

 

Sunny → Sunny = 0.6 

Sunny → Rainy = 0.4 

 پس: 

 Sunny = 0.6احتمال فردا  •

 Rainy = 0.4احتمال فردا  •

 شد، برای روز بعد:  Rainyاگر فردا 

Rainy → Rainy = 0.7 

Rainy → Sunny = 0.3 

 را مدل کنیم.  تکامل سیستم در زمانتوانیم بنابراین می

 . ارتباط گراف و ماتریس انتقال6

 در واقع: 

 .نمایش بصری مدل است گراف  •

 .نمایش ریاضی همان گراف است ماتریس انتقال  •

 یک مقدار در ماتریس.   ↔هر یال در گراف 

 مثلاً: 

Sunny → Rainy 

 در ماتریس همان مقدار:

𝑎𝑆𝑅 



 است.

 . فرض مهم در زنجیره مارکوف ساده 7

 کنیم: در این مدل فرض می

 ها قابل مشاهده هستند. حالت 

 یعنی: 

 دانیم: ما مستقیم می

 Sunny → 1روز 

 Rainy → 2روز 

 Sunny → 3روز 

 بینیم. ها را میپس توالی حالت

 است. Hidden Markov Modelاین تفاوت اصلی با 

 : HMMدر 

 ها پنهان هستند حالت •

 بینیمها را میهایی از آنفقط نشانه •

 مثال: 

 Weatherحالت واقعی: 

 Umbrellaمشاهده:  

 . خلاصه شهودی8

 در زنجیره مارکوف: 

 ها ها = حالتگره •

 ها ها = انتقال بین حالتیال •

 وزن یال = احتمال انتقال •

 ماتریس انتقال = نمایش ریاضی گراف •

 و فرض کلیدی: 



 . فقط به حالت فعلی وابسته استسیستم 

 :یک مثال کاملاً عددی و ساده بسازیم

 . تعریف مدل زنجیره مارکوف هوا۱

 دو حالت داریم: 

• 𝑆  :Sunny  )آفتابی( 

• 𝑅  :Rainy   )بارانی( 

 کنیم:طور فرض می ماتریس انتقال را این 

𝐴 = [
0.8 0.2
0.3 0.7

] 

 

,𝑆]گیریم: طور در نظر میها را اینکه ترتیب حالت  𝑅] 

 بنابراین: 

• 𝑃(𝑆 → 𝑆) = 0.8 
• 𝑃(𝑆 → 𝑅) = 0.2 
• 𝑃(𝑅 → 𝑆) = 0.3 
• 𝑃(𝑅 → 𝑅) = 0.7 

 سطر = »امروز«، ستون = »فردا«.

 ( روز صفر. وضعیت اولیه ) ۲

 .امروز قطعاً هوا آفتابی استفرض کن  

 نویسیم:این را به صورت یک بردار احتمال می

𝜋(0) = [1     0] 
 

 یعنی: 

 Sunny = 1احتمال   •

 Rainy = 0احتمال   •

 (روز بعد ۱. احتمال هوا در روز بعد )3

 ، کافی است بردار اولیه را در ماتریس انتقال ضرب کنیم:۱روز دست آوردن توزیع احتمال هوا در  برای به



𝜋(1) = 𝜋(0)𝐴 
 

 حساب کنیم:

𝜋(1) = [1     0] [
0.8 0.2
0.3 0.7

] = [1 ⋅ 0.8 + 0 ⋅ 0.3,    1 ⋅ 0.2 + 0 ⋅ 0.7] = [0.8  0.2] 

 

 تفسیر:

 0.8احتمال آفتابی بودن فردا =   •

 0.2احتمال بارانی بودن فردا =   •

 بوده(.   Sunnyنوشته بودیم )طبیعی است، چون امروز حتماً    Sunnyاین دقیقاً همان چیزی است که در ماتریس سطر  

 . احتمال هوا در دو روز بعد 4

 ( هوا با چه احتمالی آفتابی یا بارانی است. 2روز  )   دو روز بعدخواهیم ببینیم  حالا می 

 باز هم ضرب ماتریسی:

𝜋(2) = 𝜋(1)𝐴 
 

 جایگذاری: 

𝜋(2) = [0.8    0.2] [
0.8 0.2
0.3 0.7

] 

 

 ضرب کنیم:  سطر در ستونالان باید  

 (: ۲در روز   Sunnyی اول )احتمال  مؤلفه

𝑃(𝑋2 = 𝑆) = 0.8 ⋅ 0.8 + 0.2 ⋅ 0.3 = 0.64 + 0.06 = 0.70 
 

 (: ۲در روز  Rainyی دوم )احتمال مؤلفه

𝑃(𝑋2 = 𝑅) = 0.8 ⋅ 0.2 + 0.2 ⋅ 0.7 = 0.16 + 0.14 = 0.30 
 

 پس: 

𝜋(2) = [0.70   0.30] 
 یعنی: 



 0.70احتمال آفتابی بودن دو روز بعد =   •

 0.30احتمال بارانی بودن دو روز بعد =   •

 ی آموزشی خوب: نکته

 »جمع این دو تا چقدر شد؟« 

0.70جواب:   + 0.30 =  طرفیم.   توزیع احتمالتأکید روی اینکه هنوز با یک    →1

 روز بعد سه . احتمال هوا در 5

 دهیم:همین روال را یک بار دیگر ادامه می 

𝜋(3) = 𝜋(2)𝐴 
 

 جایگذاری: 

𝜋(3) = [0.70   0.30] [
0.8 0.2
0.3 0.7

] 

 (:3در روز   Sunnyی اول ) مؤلفه

𝑃(𝑋3 = 𝑆) = 0.70 ⋅ 0.8 + 0.30 ⋅ 0.3 = 0.56 + 0.09 = 0.65 
 

 (:3در روز   Rainyی دوم ) مؤلفه

𝑃(𝑋3 = 𝑅) = 0.70 ⋅ 0.2 + 0.30 ⋅ 0.7 = 0.14 + 0.21 = 0.35 
 پس: 

𝜋(3) = [0.65      0.35] 
 تفسیر:

 اگر امروز حتماً آفتابی باشد، سه روز بعد:   •

o   هوا آفتابی است   0.65با احتمال 

o   هوا بارانی است   0.35با احتمال 

 است:   1باز هم جمع  

0.65 + 0.35 = 1 

 

 محدودیت زنجیره مارکوف 

 در بسیاری از مسائل واقعی:



 .قابل مشاهده نیستندها  حالت 

 مثال: 

 در تشخیص گفتار

 حالت واقعی = کلمه 

 اما مشاهده = سیگنال صوتی 

 پس نیاز داریم به:

 . ها پنهان باشندحالتمدلی که  

 Hidden Markov Modelمعرفی 

Hidden Markov Model  :مدلی است که 

 های واقعی پنهان هستند حالت  •

 کنیم های سیستم را مشاهده میفقط خروجی  •

 کنندها با خاصیت مارکوف تغییر میحالت  •

 HMMساختار 

 دو لایه در مدل وجود دارد: 

 های پنهان لایه بالا: حالت

X1 → X2 → X3 → … → XT 

 لایه پایین: مشاهدات 

O1 O2 O3 … OT 

 هر مشاهده فقط به حالت همان زمان وابسته است. 

 ( Hidden Markov Modelمدل پنهان مارکوف )

 کنیم: است که در آن فرض می  (sequence dataای )های دنباله مدل آماری برای دادهیک    HMMمدل  

 شود. جا می ها جابه وجود دارد که در طول زمان بین حالت   فرآیند پنهانیک   •

 .بینیمها را نمی خودِ حالتما   •

 اند. ها تولید شده بینیم که توسط آن حالت را می  هاییمشاهدهفقط   •



 دو لایه وجود دارد:  HMMبنابراین در  

 ( Hidden Statesهای پنهان )لایه حالت  .1

 (Observationsها )لایه مشاهده  .2

 :𝑡در هر زمان  

 قرار دارد.  𝑞𝑡سیستم در یک حالت پنهان   •

 شود. تولید می   𝑜𝑡از آن حالت یک مشاهده   •

 HMMاجزای اصلی مدل 

 شود: با سه مجموعه پارامتر تعریف می HMMیک  •

• 𝜆 = (𝐴, 𝐵, 𝜋) 
 

 ( Transition Matrixها )ماتریس انتقال حالت 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] 

 که در آن: 

𝑎𝑖𝑗 = 𝑃(𝑞𝑡+1 = 𝑗 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑖) 

 یعنی: 

 برویم.  𝑗باشیم، در زمان بعدی به حالت    𝑖در حالت    𝑡احتمال اینکه اگر در زمان  

 ها: ویژگی

 است.   1هر سطر مجموعش   •

 کند.را پیاده می  قانون مارکوف این همان   •

 مثال: 

𝐴 = [
0.7 0.3
0.4 0.6

] 

 ( Emission Matrixاتریس احتمال مشاهده )م

𝐵 = [𝑏𝑗(𝑘)] 

 

 که در آن: 

𝑏𝑗(𝑘) = 𝑃(𝑜𝑡 = 𝑣𝑘 ∣ 𝑞𝑡 = 𝑗) 

 



 یعنی: 

 تولید شود چقدر است.  𝑣𝑘مشاهده باشد، احتمال اینکه    𝑗اگر سیستم در حالت  

 به عبارت دیگر:

 دارد.  هایک توزیع احتمال روی مشاهده هر حالت پنهان  

 ها توزیع اولیه حالت 

𝜋 = [𝜋𝑖] 
 که در آن: 

𝜋𝑖 = 𝑃(𝑞1 = 𝑖) 
 یعنی: 

 شروع شود.   𝑖در حالت    ابتدای دنبالهاحتمال اینکه سیستم در  

 مثلاً: 

𝜋 = [0.6      0.4] 

 HMMساختار گرافی 

 دو نوع یال داریم:  HMMدر  

 هانتقال حالت ا ا ⃣   

 ها:بین حالت 

𝑞𝑡 → 𝑞𝑡+1 
 

 𝐴های ماتریس  با احتمال 

 تولید مشاهده    ⃣

 از حالت به مشاهده: 

𝑞𝑡 → 𝑜𝑡 
 𝐵های ماتریس  با احتمال 

 HMMفرض مارکوف در 

 دو فرض مهم وجود دارد: 



 فرض اول

𝑃(𝑞𝑡+1 ∣ 𝑞𝑡 , 𝑞𝑡−1, . . . ) = 𝑃(𝑞𝑡+1 ∣ 𝑞𝑡) 
 

 یعنی حالت بعدی فقط به حالت فعلی بستگی دارد.

 فرض دوم 

𝑃(𝑜𝑡 ∣ 𝑞𝑡 , 𝑞𝑡−1, . . . ) = 𝑃(𝑜𝑡 ∣ 𝑞𝑡) 
 

 بستگی دارد.  حالت فعلییعنی مشاهده فقط به  

 HMMمثال ساده 

 وهوا از روی چتر تشخیص آب یک مثال کلاسیک برای تدریس:  

 فرض کنید:

 . یک نفر چتر دارد یا نداردبینیم که  بینیم، اما می ما هوا را نمی

 پس: 

 های پنهان حالت

• Sunny 
• Rainy 

 هامشاهده

• Umbrella 
• No Umbrella 

 . ماتریس انتقال۱

𝐴 = [
0.8 0.2
0.3 0.7

] 

 تفسیر:

 باشد:   Sunnyاگر امروز  

 0.8با احتمال    Sunnyفردا   •

 0.2با احتمال    Rainyفردا   •

 باشد:   Rainyاگر امروز  



 0.3با احتمال    Sunnyفردا   •

 0.7با احتمال    Rainyفردا   •

 ماتریس مشاهده 

𝐵 = [
0.9 0.1
0.2 0.8

] 

 

 ها: ترتیب مشاهده 

(No Umbrella , Umbrella) 

 تفسیر:

 باشد:   Sunnyاگر هوا  

 0.1احتمال دیدن چتر =   •

 0.9احتمال بدون چتر =   •

 باشد:   Rainyاگر هوا  

 0.8احتمال دیدن چتر =   •

 0.2احتمال بدون چتر =   •

 توزیع اولیه 

𝜋 = [0.6    0.4] 
 

 یعنی: 

 Sunny = 0.6احتمال شروع با   •

 Rainy = 0.4احتمال شروع با   •

 مثال یک دنباله مشاهده 

 های ما این باشد: فرض کنید مشاهده 

Umbrella , Umbrella , No Umbrella 

 یعنی در سه روز:

چتر   →  1روز  

چتر   →  2روز  



بدون چتر   →  3روز  

 سوال مهم: 

 اند؟ های واقعی هوا چه بوده حالت 

 مثلاً ممکن است: 

Rainy Rainy Sunny 

 یا  

Sunny Rainy Sunny 

 و غیره. 

 هایی مثل:الگوریتم

• Forward algorithm  →   محاسبه احتمال دنباله مشاهده 

• Viterbi algorithm  →  هاترین توالی حالت پیدا کردن محتمل 

• Baum–Welch  →   آموزش پارامترها 

 شوند. برای حل این مسائل استفاده می 

 Forward Algorithmکد عملی 

 کند.این الگوریتم احتمال دنباله مشاهده را حساب می 



 



 

 

Forward Algorithm 

 هدف این الگوریتم این است که بفهمیم:

𝑃(𝑂 ∣ 𝜆) 
 

 .چقدر است احتمال اینکه این دنباله مشاهده تولید شودیعنی 

 مثال ما: 

                                            

Umbrella, Umbrella, No Umbrella 

 

_add ویرایش باCanvas 

import numpy as np 



 شود.ها استفاده میها و ماتریسبرای کار با آرایه  NumPyکتابخانه 

 کنیم. استفاده می NumPyپر از ماتریس است، تقریباً همیشه از  HMMچون 

_add ویرایش باCanvas 

# States: Sunny=0, Rainy=1 

# Observations: Umbrella=0, No Umbrella=1 

 کنیم. می عددگذاریها را کند، بنابراین ما حالتکامپیوتر با متن کار نمی

 ها: حالت

Sunny = 0 

Rainy = 1 

 ها: مشاهده

Umbrella = 0 

No Umbrella = 1 

 
   _add ویرایش باCanvas 

states = ["Sunny", "Rainy"] 

observations = ["Umbrella", "No Umbrella"] 

 است تا بعداً بدانیم هر عدد به چه حالتی مربوط است. خوانایی خروجیاین فقط برای 

 
                                            _add ویرایش باCanvas 

A = np.array([ 

    [0.8, 0.2], 

    [0.3, 0.7] 

]) 

 توضیح: 

 است. (Transition Matrixها )ماتریس انتقال حالتاین 

 معنی آن: 

Sunny → Sunny = 0.8    Sunny → Rainy = 0.2 

 Rainy → Sunny = 0.3    Rainy → Rainy = 0.7 

 باشد:  Sunnyیعنی اگر امروز 

 . باشد Sunny احتمال دارد فردا 80٪ 

 .شود  Rainy احتمال دارد 20٪ 
 Canvasبا 

B = np.array([ 

    [0.1, 0.9], 



    [0.8, 0.2] 

]) 

 است. (Emission Matrixماتریس مشاهده )این 

 باشد:  Sunnyاگر حالت 

Umbrella = 0.1 

No Umbrella = 0.9 

 باشد:  Rainyاگر حالت 

Umbrella = 0.8 

No Umbrella = 0.2 

 بارد احتمال دیدن چتر بیشتر است. یعنی وقتی باران می

pi = np.array([0.6, 0.4]) 

 است. هاتوزیع اولیه حالتاین 

 در روز اول:

P(Sunny) = 0.6 

P(Rainy) = 0.4 

 
 Canvasبا 

O = [0, 0, 1] 

 دنباله مشاهده ما. 

0 → Umbrella 

0 → Umbrella 

1 → No Umbrella 

 پس دنباله: 

Umbrella, Umbrella, No Umbrella 

 Forwardتابع 

_add ویرایش باCanvas 

def forward_algorithm(A, B, pi, O): 

 را اجرا کند. forwardکنیم که الگوریتم تعریف می تابعیک 

 ها: ورودی

• A → ماتریس انتقال 



• B →  ماتریس مشاهده 

• pi →  احتمال اولیه 

• O → با دنباله مشاهدهCanvas 

N = A.shape[0] 

 گیریم. را می هاحالتتعداد 

 در مثال ما: 

N = 2 

 Canvasبا 

T = len(O) 

 طول دنباله مشاهده. 

 در مثال ما: 

T = 3 

_add ویرایش باCanvas 

alpha = np.zeros((T, N)) 

 شود. ساخته می alphaماتریس 

 است.  forwardهسته الگوریتم این ماتریس 

 ساختار آن:

 زمان × حالت

 در مثال: 

3 × 2 

 یعنی: 

Rainy Sunny t 

  1 

  2 

  3 

 Initializationمرحله  

   _add ویرایش باCanvas 

for i in range(N): 

    alpha[0, i] = pi[i] * B[i, O[0]] 



 فرمول:  زمان اول برای 

𝛼1(𝑖) = 𝜋𝑖 × 𝑏𝑖(𝑂1) 
 

 یعنی: 

 i احتمال شروع در حالت

× 

 احتمال تولید مشاهده اول

 :Sunnyمثلاً برای 

0.6 × 0.1 

 Canvasویرایش با Recursionمرحله  

for t in range(1, T): 

 برای هر زمان بعدی )روز دوم و سوم(.

                                    dd ویرایش باCanvas 

for j in range(N): 

 . tبرای هر حالت ممکن در زمان 

                                anvas 

alpha[t, j] = np.sum(alpha[t-1, :] * A[:, j]) * B[j, O[t]] 

 ترین خط الگوریتم است.این مهم

 فرمول آن:

𝛼𝑡(𝑗) = (∑ 𝛼𝑡−1

𝑖

(𝑖)𝑎𝑖𝑗) × 𝑏𝑗(𝑂𝑡) 

 

 .برسیم jتوانیم به های قبلی میهمه حالت از •

 . کنیمها را جمع میاحتمال آن  •

 . کنیماحتمال تولید مشاهده را ضرب می •

 Terminationمرحله 

 Canvasبا 

prob = np.sum(alpha[T-1, :]) 



 شوند: ها جمع میدر آخرین زمان همه احتمال 

𝑃(𝑂) = ∑ 𝛼𝑇

𝑖

(𝑖) 

 

 احتمال کل دنباله مشاهده شوداین می

add ویرایش باCanvas 

return alpha, prob 

 خروجی:

 alphaجدول  •

 احتمال نهایی  •

 اجرای الگوریتم 

           vas 

alpha, prob = forward_algorithm(A, B, pi, O) 

 شود. تابع اجرا می

                                      _add ویرایش باCanvas 

print("Forward table (alpha):") 

print(alpha) 

 شود. چاپ می alphaجدول 

content__add ویرایش باCanvas 

print("\nProbability of observation sequence:", prob) 

 شود. احتمال کل دنباله چاپ می

 نتیجه 

 شود: تقریباً می

P(O) ≈ 0.03628 

 یعنی: 

 . درصد است 3.6حدود   Umbrella, Umbrella, No Umbrella احتمال دیدن

 


